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RESUMO: O presente trabalho tem como objetivo mostrar a importncia conceitual na descricdo de materiais
anisotropicos. Primeiramente serd mostrado o erro gerado por descrever a distribuicdo de tensdes de forma similar a
utilizada para materiais isotrépicos e depois um modelo analitico sera apresentado. Posteriormente sera mostrado um
modelo de elementos finitos que sera utilizado para comparar o resultado com o modelo analitico proposto.

PALAVRAS-CHAVE: anisotropia, fémur

ABSTRACT: The aim of this paper is to show the conceptual importance to describe anisotropic materials. First, the
error generate when the stress distribution in anisotropic materials are described similar as isotropic materials and
later an analytical model wil be presented. An finite element method will be showed to compare the results and validate

the analytical model proposed.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo enfatizar a
importancia conceitual na descri¢éo correta do modelo
analitico para materiais anisotropicos (Cowin e Hart,
1990). Tendo como base a analise de tensdes em 0sso
longos, como por exemplo, o fémur, que sdo materiais
anisotropicos, porosos e que durante toda a sua vida
sdo remodelados.

As equacles apresentadas a seguir sdo baseadas na
teoria da elasticidade para materiais ndo isotrépicos,
tendo como base o livro Lekhniskii, 1981. O modelo
que sera apresento considera o0 0sso como sendo
macroscopicamente continuo, ou seja, ndo considera a
existéncia de poros, e como um cilindro de
propriedades mecanicas ortotropicas.

Posteriormente sera mostrado um modelo de elementos
finitos utilizando o software comercial ANSYS. A
limitaggo dos modelos analiticos que serdo
apresentados € a ndo consideracdo do efeito do
cortante.

O modelo do femur e as forcas que atuam na parte
superior do mesmo que sera utilizado estd ilustrado na
Figura 1 e é baseado em Taylor et al, 1996.

- Forga do lliopsoas
[BJ Forga do lliotibial
. Forga do Abdutor
. Forga do ligamento

Figura 1. Forcas atuantes no fémur,

MODELAGEM ANALITICA

As formulas apresentadas nesse secdo nao serao
completamente deduzidas, pois esse ndo é o escopo do
trabalho, porém as principais equagdes necessarias para
a deducdo serdo mostradas. Para uma descricdo mais
detalhada da deducdo das formulas, ver Lekhniskii,
1981.

O corpo sera considerado como cilindrico, homogéneo
e ortotropico submetido a carga axial, torcdo e flexdo.
Esse corpo € entdo considerado que tem simetria
cilindrica com relacdo as suas propriedades mecanicas,
ou seja, as propriedades sdo definidas nas direcdes
radial, tangencial e longitudinal.

A condicdo de equilibrio estatico, a relacdo constitutiva
e compatibilidade geométrica precisam ser respeitadas,
como em todos os problemas de elasticidade. Tendo
em vista essas condi¢Ges, as mesmas podem ser
escritas, respectivamente, como

a‘L'ij _

ox; +F =0 @

€jir = djrimTim @
S (2w o)

€im = 2 (axm + ox; )

A Eq. (3) é conhecida para grandes deformagfes como
0 tensor de Almansi e para pequenas deformacdes
como tensor de Cauchy.

Para um material ortotrdpico, a matriz S é escrita em
fungdo das propriedades mecénicas como mostrado na
Eg. (4). Os indices 1, 2 e 3 sdo referentes as dire¢des
radiais, tangenciais e longitudinais e para garantir que a

. . . sy Vij Vji ~
matriz seja simetrica, tem-se que E_l] = ﬁ, sendo entdo
i J
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necessario a caracterizacao de nove propriedades para a
definicdo da matriz.

S' 1 =
-]rim _ Y21 _Vam 7
V12 1 V32
“F B B Y 0 0
vz v o1 000
E1 E, E1 4
1
— 0 0
0 0 0 3
0 0 0 0 — 0
0 0 0 G
1
_ 0 0 —|

Se considerarmos o estado de tensdes atuantes em um
cilindro ortotropico carregado por uma forca axial N
semelhante a distribuicdo de tensbes para um
isotrdpico, tem-se

711 =0 (5)
Ty, =0 (6)
Tys == ™
T3 =0 (8)
T13=0 9)
T, =0 (10)

Utilizando as Egs (2)-(4) com os resultados mostrados
nas Egs (5)-(10), pode-se escrever

g_: = 51133% (11)
xilz_: Z_i = 52233§ (12)
3%2 = 53333% (13)
G e =0 1o
G e =0 (15)
(o e ) = o)
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Integrando as Eqgs (11)-(13), tem-se:

N
Uy = Sy133 2X1 Tt Uy (17)
N
Uy = (82233 — S1133) 2 X1%2 T U, (18)

N
Uz = S3333 2T Us (19)

Onde U4, U, e U3 sdo parcelas de movimento de corpo
rigido.

Como a aplicagdo de uma forca axial implica uma
condicdo de carregamento axissimétrico do cilindro,
assim como a aplicacdo de um torque e de pressdo
interna ou externa, o que implica que a distribuicdo de
tensdes e deformacdes e os deslocamentos também
precisam ser axissimétricos, ou seja, ndo podem
depender da coordenada tangencial x,. Dessa forma, a
Unica condicdo em que a distribuicdo de tensdes em
uma secéo de um cilindro ortotrdpico € igual a e um
corpo similar com propriedades mecanicas
caracterizadas como isotropicas é quando Syys3 — S1133 €
zero, o que pela Eq (4) implica que v, — v3; € zero, ou
seja, 0 material é transversalmente isotrépico. Um
material transversalmente isotrépico é aquela em sua
secdo transversal as propriedades s&o iguais em
qualquer dire¢do, entretanto suas propriedades
longitudinais s&o diferentes.

Tendo em vista o erro conceitual que se torna evidente
apos a demonstragdo anterior, sera mostrada a seguir as
equacdes que reproduzem a distribuicdo das tensdes
para 0 mesmo cilindro sob o efeito das cargas axial,
flexdo e torcéo.

(az xa)e +x o (x1€52)
a(xz)z laX1 11 la(X1)2 1 22

i (x1€12) =0 (20)

axlaxz

Tendo como base as Eqs (1)-(4), introduzindo a
identidade mostrada na Eq (20), que pode ser
verificada por substituicdo, e utilizando as condicdes
de contorno adequadas para cada carregamento, que
ndo serdo mostradas por simplicidade, mas podem
encontradas em Lekhniskii, 1981 (as condicGes de
contorno sdo similares as encontradas em casos de
materiais isotropicos (Timoshenko e Goodier, 1951),
porém as funcdes de tensdo sdo diferentes), pode-se
chegar as seguintes distribuicBes de tensbes para 0s
carregamentos axial, tor¢do e flexdo em duas direcBes
perpendiculares (Lekhniskii, 1981)

,l.axial _ N_h 1 _ 1—Ck+1 ﬂ k—1 _
m =7 1-c2k \p

1—Ck_1 k+1 (xl)—k—l
ook ) (21)
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i Nh 1—ck+1 x k—1
ol =M (1 -k (2) T 4

T 1—c2k b
1—ck-1 X1 —k-1
e (1) .
1—c2k b (22)
axial _ N Nh (
T =———|S + S -
33 T TS3333 1133 2233
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- Czk (51133 + k52233)( ) -
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ﬁ(51133 — kSz233) ¢’ (%) ) (23)
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(1= m)S2a35) (2)

Tflexaox __ Mybg [(&) _ (1—Cm+2) (ﬂ)m—l B
12 K b 1-c2m ) \ b

-1
] Sinx, 27)

1—cm—2 ma2 (%1 -m-1
() em2(3)  cosxa (28)
Tflexﬁoy _ Mybg (ﬂ) _ (1_Cm+2) (ﬂ)m—l B
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T33
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lexdoy _ MyTbg [3 (%) _ (16_“) (1+

22 1

m ()" - (55 e -
m) (ﬂ)_m_l] cosx, (30)

b

flexaoy My,
xl COSXy —

382233) (;1) - (%2:) (S1133 +
(1 4+ m)S;233) (%)m—l -

1-c™2\ 42
(—1—c2m ) c™ (81133 +

2\~ 1
(1 —m)S;233) (;) ] CoSX; (31)
flexdoy,
12 =
) - (FE) B -
K b 1-c2m 4 b
1_Cm—2 x -m- .
() em2 () sinx, (32)

Onde a é o raio interno, b é o raio externo, ¢ = % e

S22ki1Sij33

iy =S — 33
Bljkl ijkl S3333 ( )
1
B1111\2
k = (—) 34
B2222 (34)
S. )
h = S2233751133 35
B1111—B2222 (35)
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T = T[bz(l — 2) + — S1aa3 [ (51133 +
— (1 = ck+1 ZM_
Sz233) —(1—¢ )k P
_ ck-1y2 ZM]
(1—c*7) p— (36)
1
m = (1 + .81111+251122+56666)E 37)
B2222
52233—51133
= 38
B1111+2P1122+Pess6—3B2222 (38)
K =
51133+352233 _
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2
(1-c™+2) (51133+(1+m)52233) _

1—c2m m+2
o2
(1=c™2)" 4 (S1133+(1-M)S;233
1—c2m ¢ m-—2 (39)

Uma vez que as tensBes resultantes sob o efeito que
cada carregamento séo obtidas, as mesmas podem ser
somadas pelo principio da superposicdo, tendo em
vistas que as tensdes sdo consideradas eldsticas.

Como é de costume na literatura (Doblaré et al, 2004),
0s resultados que serdo mostrados sdo as tensdes e
deformac®es principais na face externa do osso. Por ser
uma face livre e ndo hd pressdo, uma das tensBes
principais é nula e apesar do mesmo ndo valer para as
deformacbes, s6 duas tensbes principais serdo
utilizadas pois as mesmas sdo responsaveis pela
inclinacdo da tensdo principal na face. As tensGes e
deformagbes principais, assim como o &ngulo de
inclinacdo das mesmas, podem ser escritos, com a
utilizacdo do circulo de Mohr, como (Crandall et al,
1978)

1
_ 2 2
0_1'3 _ ‘L'33;'Tzz i [(T332122) + (TZB)Z] (40)

1

_ 2 272
€13 = 933‘2|'922 + [(6332622) + (62_3) ] (41)

1 2T
®,, = -atan (i) 42
tp 2 T33—T22 (42)
d,, = —atan (ﬁ) (43)
p 2 €33—€z2

A notagdo o e £sdo reservadas para as tensoes e
deformac0es principais.

MODELAGEM NUMERICA

A modelagem numérica é baseada no modelo ilustrado
na Figura 1 e no artigo de Kenedi, 2014. O femur
consta apenas de sua parte cortical porque 0 0ss0
trabecular estd presente apenas nas extremidades e
como iremos utilizar uma circular, iremos utilizar uma
secdo da parte medial do fémur, como mostrado na
Figura 2. A seta roxa mostrada na figura indica o
sentido que sera utilizado para mostrar os resultados
obtidos, tanto no caso analitico, quanto no numérico.
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Figura 2. Path criado para analise dos resultados.

A malha gerada estd mostrada na Figura 3. Foram
utilizados elementos tetragonais e hexagonais, sendo
ambos com nos extras no meio das arestas, ao invés de
elementos com noés apenas nas extremidades, com
objetivo de enriquecer a descricio da geometria
irregular.

Figura 3. Malha utilizada na simulacéo.

As forgas foram aplicadas como remotas e como 0 0SSO
é feito de uma montagem de diversas partes, cada forca
foi colocada como aplicada na face em que a mesma
esta atuando. Vale ressaltar que a Figura 1 tem o
objetivo apenas de ilustrar o carregamento e que para a
convergéncia do método as forcas ndo sdo aplicadas
em pontos e sim em faces. Para garantir a condigéo
estatica, a face inferior foi fixada.

Os valores de forcas, distancias e dimensdes
aproximadas da secdo utilizada sdo mostrados na
Tabela 1.
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Tabela 1: Dados das forcas e dimensGes geométricas
aproximadas.

Forca do ligamento — P; (N)
Forca do Abdutor — P, (N)
Forga do lliotibial — Pz (N)
Forca do lliopsoas — P4 (N)
Ponto de aplicacdo de P, (mm)
Ponto de aplicacdo de P, (mm)
Ponto de aplicacdo de P5 (mm)
Ponto de aplicacdo de P4 (mm)

(~1,062; -130; -2,800)
(430; 0; 1,160)

(0; 0; -1,200)
(78; 560; 525)
(50.7; -2.7; 158)
(-13.5; -6.5; 140)
(-24.6; -4.2; 108)
(18.8; -29.3; 83.7)
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As Figuras 5 mostram a variagdo das tensbes e
deformacdes principais maximas e minimas de acordo
com o angulo (o angulo de referéncia é mostrado na
Figura 2).

r. (raio externo) (mm) 155 o (MPa)
ri (raio interno) (mm) 7.65 -
m— 1 Analitico
As propriedades mecénicas utilizadas sdo mostradas na : ; ﬁﬁiﬁ
Tabela 2. Para a simulagdo com elementos finitos, foi . oamE
utilizado apenas as propriedades ortotropicas, sendo as - 205 L TR T
propriedades isotropicas e transversalmente isotrépicas o)
mostradas na tabela utilizadas apenas no modelo '
analitico. @)
300, T T T T T T T
Tabela 2: Propriedades mecénicas.
Proprieda- Isotrépico  Transversal- Ortotrdpico
des do (Kenedi, mente (Korsa, 2012) .
Material 2014) Isotrépico
(YYoon, 1976)

E (GPa) 20 - - & (um/m)
E: (GPa) - 18.8 12 _so0 _
E, (GPa) - 18.8 13.4 o
E; (GPa) - 27.4 20 b 3 Aniftico
G (GPa) 81 - - + + + e3MEF
G12 (GPa) - 7.17 4.53 - b0y 5 % 15 w35 1 e 360
Gy3 (GPa) - 8.71 6.23 6%
G35 (GPa) - 8.71 3.56 (b)
v 03 - - Figura 5. (a) tensdes principais; (b) deformacdes
V12 - 0.312 0.376 principais, no path criado.
Va3 - 0.193 0.234
Vi3 - 0.193 0.222 As Figuras 5 mostram uma boa correlacdo entre os

modelos analiticos e numéricos, apesar da néo
RESULTADOS consideragéo do esforgo cortante.

A Figura 4 mostra a vista superior da secdo que sera
utilizada para comparacdo dos resultados. Como
mencionado anteriormente e mostrado na Tabela 1, a
secdo ndo é exatamente circular, sento entdo as
dimensdes aproximadas mostradas.

Figura 4. Figura da seééo real e da secdo aproximada
do fémur.

A grande vantagem do modelo analitico, apesar das
extensas equagdes, é a sensibilidade do efeito de cada
pardmetro e uma Vvez que as mesmas sejam
implementadas em softwares como MathCAD e
MATLAB, o estudo da influencia de cada parametro se
torna uma tarefa muito mais simples do que fazer
simulacdes paramétricas, além do custo computacional.
Tendo em vista as consideracfes anteriores, as
propriedades mostradas na Tabela 2 foram utilizadas
para a quantificacdo da influéncia da anisotropia do
material.

Por simplicidade, as propriedades isotropica,
transversalmente isotrépica e ortotropica serdo
chamadas de isso, trans e orto nas legendas.
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» . r ri
! “ !, l,
—500f N P ei-Iso |
P
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- 730 h L e3-Iso |
.
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---- £3- Orto
_ 1)(103 1 1 1 1 1 1 1
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(b)

Figura 6. (a) tensbes principais; (b) deformacbes
principais, para os modelos isotropicos (Isso),
transversalmente isotrépicos (Trans) e ortotropicos
(Orto).

As Figuras 7 mostram as tensbes e deformacdes
principais para os trés casos estudados. Pode-se
concluir que as tensdes ndo tem uma grande variagéo,
mas as deformacBes tém. Nesse trabalho as tensbes
foram calculadas e as deformacdes forem entdo obtidas
pelas leis constitutivas, entretanto muitas vezes as
deformagdes sdo medidas experimentalmente e as
tensdes sdo calculadas pelas leis constitutivas, o que
pode tornar os resultados das tensBes completamente
diferentes para cada conjunto de propriedades
mecénicas.
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Iso
-30r — Trans
— Orto
_4[:_ 1 1 1 1 1 1 I
o 45 o0 133 130 225 270 313 360
8 (%)
(@)

-1'[:' T T T T T T T
30 -
201 b
1054 N .
Dép (°) 0f .,
. 10_ h |
—20r .

Iso
-30r — Trans
— Orto
— 40 | 1 | 1 | 1 |
] 45 90 133 180 225 270 315 360
8(°)
(b)

Figura 7. Inclinacdo das (a) tensGes principais; (b)
deformagdes principais.

As Figuras 7 mostram as inclinacBes das tensdes (a) e
deformagdes (b) principais. A faixa destacada na regido
central do gréfico indica a regido entre -12° e +12°, que
de acordo com Petrtyl, 1996 € a inclinacdo do
crescimento do o0sso durante o processo de
cicatrizacéo.

CONCLUSAO

Uma formulagdo analitica foi mostrada que descreve a
andlise de tensbes em um cilindro ortotrépico sob
efeito da forga axial e momentos torsor e fletores. A
formulacéo é comparada com um modelo de elementos
finitos de um fémur humano com geometria real.

O momento analitico tem como principal vantagem o
ganho no estudo de sensibilidade para verificar a
importancia de cada pardmetro, enquanto o modelo
numérico consegue levar o efeito da forga cortante
através de simulag@es de elementos finitos.

O remodelamento do o0sso, que muitas vezes &
associado as direcdes principais é considerado de tal
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modo a enfatizar que para materiais anisotrépicos a
direcdo entre as tensbes principais ndo coincide com as
direcdes das tensdes principais, o que leva a hipétese
de que o remodelamento poderia ser justificado pelas
deformagdes principais, tendo em vista que
deformacdes sdo quantidades fisicas ligadas a variacdo
dos deslocamentos enquanto as tensbes sdo
quantidades abstratas que relacionam as deformacdes
com as caracteristicas do material.
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