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RESUMO: O presente trabalho tem como objetivo mostrar a importância conceitual na descrição de materiais 

anisotrópicos. Primeiramente será mostrado o erro gerado por descrever a distribuição de tensões de forma similar a 

utilizada para materiais isotrópicos e depois um modelo analítico será apresentado. Posteriormente será mostrado um 

modelo de elementos finitos que será utilizado para comparar o resultado com o modelo analítico proposto. 

 

PALAVRAS-CHAVE: anisotropia, fêmur 

  

ABSTRACT: The aim of this paper is to show the conceptual importance to describe anisotropic materials. First, the 

error generate when the stress distribution in anisotropic materials are described similar as isotropic materials and 

later an analytical model wil be presented. An finite element method will be showed to compare the results and validate 

the analytical model proposed.  
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INTRODUÇÃO 

  

O presente trabalho tem como objetivo enfatizar a 

importância conceitual na descrição correta do modelo 

analítico para materiais anisotrópicos (Cowin e Hart, 

1990). Tendo como base a análise de tensões em osso 

longos, como por exemplo, o fêmur, que são materiais 

anisotrópicos, porosos e que durante toda a sua vida 

são remodelados. 

As equações apresentadas a seguir são baseadas na 

teoria da elasticidade para materiais não isotrópicos, 

tendo como base o livro Lekhniskii, 1981. O modelo 

que será apresento considera o osso como sendo 

macroscopicamente contínuo, ou seja, não considera a 

existência de poros, e como um cilindro de 

propriedades mecânicas ortotrópicas.  

Posteriormente será mostrado um modelo de elementos 

finitos utilizando o software comercial ANSYS. A 

limitação dos modelos analíticos que serão 

apresentados é a não consideração do efeito do 

cortante. 

O modelo do femur e as forças que atuam na parte 

superior do mesmo que será utilizado está ilustrado na 

Figura 1 e é baseado em Taylor et al, 1996. 

 

 
Figura 1. Forças atuantes no fêmur. 

 

MODELAGEM ANALÍTICA 

 

As fórmulas apresentadas nesse seção não serão 

completamente deduzidas, pois esse não é o escopo do 

trabalho, porém as principais equações necessárias para 

a dedução serão mostradas. Para uma descrição mais 

detalhada da dedução das fórmulas, ver Lekhniskii, 

1981. 

O corpo será considerado como cilíndrico, homogêneo 

e ortotrópico submetido à carga axial, torção e flexão. 

Esse corpo é então considerado que tem simetria 

cilíndrica com relação as suas propriedades mecânicas, 

ou seja, as propriedades são definidas nas direções 

radial, tangencial e longitudinal. 

A condição de equilíbrio estático, a relação constitutiva 

e compatibilidade geométrica precisam ser respeitadas, 

como em todos os problemas de elasticidade. Tendo 

em vista essas condições, as mesmas podem ser 

escritas, respectivamente, como 
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A Eq. (3) é conhecida para grandes deformações como 

o tensor de Almansi e para pequenas deformações 

como tensor de Cauchy. 

Para um material ortotrópico, a matriz S é escrita em 

função das propriedades mecânicas como mostrado na 

Eq. (4). Os índices 1, 2 e 3 são referentes as direções 

radiais, tangenciais e longitudinais e para garantir que a 

matriz seja simétrica, tem-se que 
   

  
 

   

  
, sendo então 
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necessário a caracterização de nove propriedades para a 

definição da matriz. 
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Se considerarmos o estado de tensões atuantes em um 

cilindro ortotrópico carregado por uma força axial N 

semelhante a distribuição de tensões para um 

isotrópico, tem-se 

 

                      (5) 

 

                      (6) 

 

    
 

 
                 (7) 

 

                      (8) 

 

                      (9) 

 

                    (10) 

 

 
Utilizando as Eqs (2)-(4) com os resultados mostrados 

nas Eqs (5)-(10), pode-se escrever 
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Integrando as Eqs (11)-(13), tem-se: 
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Onde U1, U2 e U3 são parcelas de movimento de corpo 

rígido. 

Como a aplicação de uma força axial implica uma 

condição de carregamento axissimétrico do cilindro, 

assim como a aplicação de um torque e de pressão 

interna ou externa, o que implica que a distribuição de 

tensões e deformações e os deslocamentos também 

precisam ser axissimétricos, ou seja, não podem 

depender da coordenada tangencial x2. Dessa forma, a 

única condição em que a distribuição de tensões em 

uma seção de um cilindro ortotrópico é igual a e um 

corpo similar com propriedades mecânicas 

caracterizadas como isotrópicas é quando S2233 – S1133 é 

zero, o que pela Eq (4) implica que v32 – v31 é zero, ou 

seja, o material é transversalmente isotrópico. Um 

material transversalmente isotrópico é aquela em sua 

seção transversal as propriedades são iguais em 

qualquer direção, entretanto suas propriedades 

longitudinais são diferentes. 

Tendo em vista o erro conceitual que se torna evidente 

após a demonstração anterior, será mostrada a seguir as  

equações que reproduzem a distribuição das tensões 

para o mesmo cilindro sob o efeito das cargas axial, 

flexão e torção. 
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Tendo como base as Eqs (1)-(4), introduzindo a 

identidade mostrada na Eq (20), que pode ser 

verificada por substituição, e utilizando as condições 

de contorno adequadas para cada carregamento, que 

não serão mostradas por simplicidade, mas podem 

encontradas em Lekhniskii, 1981 (as condições de 

contorno são similares as encontradas em casos de 

materiais isotrópicos (Timoshenko e Goodier, 1951), 

porém as funções de tensão são diferentes), pode-se 

chegar as seguintes distribuições de tensões para os 

carregamentos axial, torção e flexão em duas direções 

perpendiculares (Lekhniskii, 1981) 
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Onde a é o raio interno, b é o raio externo,   
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Uma vez que as tensões resultantes sob o efeito que 

cada carregamento são obtidas, as mesmas podem ser 

somadas pelo princípio da superposição, tendo em 

vistas que as tensões são consideradas elásticas. 

Como é de costume na literatura (Doblaré et al, 2004), 

os resultados que serão mostrados são as tensões e 

deformações principais na face externa do osso. Por ser 

uma face livre e não há pressão, uma das tensões 

principais é nula e apesar do mesmo não valer para as 

deformações, só duas tensões principais serão 

utilizadas pois as mesmas são responsáveis pela 

inclinação da tensão principal na face. As tensões e 

deformações principais, assim como o ângulo de 

inclinação das mesmas, podem ser escritos, com a 

utilização do círculo de Mohr, como (Crandall et al, 

1978) 
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A notação  e  são reservadas para as tensões e 

deformações principais. 

 
MODELAGEM NUMÉRICA 

 

A modelagem numérica é baseada no modelo ilustrado 

na Figura 1 e no artigo de Kenedi, 2014. O femur 

consta apenas de sua parte cortical porque o osso 

trabecular está presente apenas nas extremidades e 

como iremos utilizar uma circular, iremos utilizar uma 

seção da parte medial do fêmur, como mostrado na 

Figura 2. A seta roxa mostrada na figura indica o 

sentido que será utilizado para mostrar os resultados 

obtidos, tanto no caso analítico, quanto no numérico. 

 

 
Figura 2. Path criado para analise dos resultados. 

 

A malha gerada está mostrada na Figura 3. Foram 

utilizados elementos tetragonais e hexagonais, sendo 

ambos com nós extras no meio das arestas, ao invés de 

elementos com nós apenas nas extremidades, com 

objetivo de enriquecer a descrição da geometria 

irregular. 

 

 
Figura 3. Malha utilizada na simulação. 

 

As forças foram aplicadas como remotas e como o osso 

é feito de uma montagem de diversas partes, cada força 

foi colocada como aplicada na face em que a mesma 

está atuando. Vale ressaltar que a Figura 1 tem o 

objetivo apenas de ilustrar o carregamento e que para a 

convergência do método as forças não são aplicadas 

em pontos e sim em faces. Para garantir a condição 

estática, a face inferior foi fixada. 

Os valores de forças, distâncias e dimensões 

aproximadas da seção utilizada são mostrados na 

Tabela 1. 
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Tabela 1: Dados das forças e dimensões geométricas 

aproximadas. 

Força do ligamento  –  P1 (N) (–1,062; -130; -2,800) 

Força do Abdutor     –  P2 (N) (430; 0; 1,160) 

Força do Iliotibial    –  P3 (N) (0; 0; -1,200) 

Força do Iliopsoas   –   P4 (N) (78; 560; 525) 

Ponto de aplicação de P1 (mm) (50.7; -2.7; 158) 

Ponto de aplicação de P2 (mm) (-13.5; -6.5; 140) 

Ponto de aplicação de P3 (mm) (-24.6; -4.2; 108) 

Ponto de aplicação de P4 (mm) (18.8; -29.3; 83.7) 

re (raio externo) (mm) 15.5 

ri (raio interno) (mm) 7.65 

 

As propriedades mecânicas utilizadas são mostradas na 

Tabela 2. Para a simulação com elementos finitos, foi 

utilizado apenas as propriedades ortotrópicas, sendo as 

propriedades isotrópicas e transversalmente isotrópicas 

mostradas na tabela utilizadas apenas no modelo 

analítico. 

 

Tabela 2: Propriedades mecânicas. 

Proprieda-

des do 

Material 

Isotrópico      

(Kenedi, 

2014) 

Transversal- 

mente 

Isotrópico 

(Yoon, 1976) 

Ortotrópico 

(Korsa, 2012) 

E   (GPa) 20 - - 

E1   (GPa) - 18.8 12 

E2   (GPa) - 18.8 13.4 

E3   (GPa) - 27.4 20 

G   (GPa) 8.1 - - 

G12 (GPa) - 7.17 4.53 

G23 (GPa) - 8.71 6.23 

G13 (GPa) - 8.71 3.56 

ν 0.3 - - 

ν12 - 0.312 0.376 

ν23 - 0.193 0.234 

ν13 - 0.193 0.222 

 

RESULTADOS 

 

A Figura 4 mostra a vista superior da seção que será 

utilizada para comparação dos resultados. Como 

mencionado anteriormente e mostrado na Tabela 1, a 

seção não é exatamente circular, sento então as 

dimensões aproximadas mostradas. 

 

 
Figura 4. Figura da seção real e da seção aproximada 

do fêmur. 

As Figuras 5 mostram a variação das tensões e 

deformações principais máximas e mínimas de acordo 

com o ângulo (o ângulo de referência é mostrado na 

Figura 2). 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5. (a) tensões principais; (b) deformações 

principais, no path criado. 

 

As Figuras 5 mostram uma boa correlação entre os 

modelos analíticos e numéricos, apesar da não 

consideração do esforço cortante. 

A grande vantagem do modelo analítico, apesar das 

extensas equações, é a sensibilidade do efeito de cada 

parâmetro e uma vez que as mesmas sejam 

implementadas em softwares como MathCAD e 

MATLAB, o estudo da influencia de cada parâmetro se 

torna uma tarefa muito mais simples do que fazer 

simulações paramétricas, além do custo computacional. 

Tendo em vista as considerações anteriores, as 

propriedades mostradas na Tabela 2 foram utilizadas 

para a quantificação da influência da anisotropia do 

material. 

Por simplicidade, as propriedades isotrópica, 

transversalmente isotrópica e ortotrópica serão 

chamadas de isso, trans e orto nas legendas.  
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(a) 

 

 
(b) 

 

Figura 6. (a) tensões principais; (b) deformações 

principais, para os modelos isotrópicos (Isso), 

transversalmente isotrópicos (Trans) e ortotrópicos 

(Orto). 

 

As Figuras 7 mostram as tensões e deformações 

principais para os três casos estudados. Pode-se 

concluir que as tensões não tem uma grande variação, 

mas as deformações têm. Nesse trabalho as tensões 

foram calculadas e as deformações forem então obtidas 

pelas leis constitutivas, entretanto muitas vezes as 

deformações são medidas experimentalmente e as 

tensões são calculadas pelas leis constitutivas, o que 

pode tornar os resultados das tensões completamente 

diferentes para cada conjunto de propriedades 

mecânicas.  

 

 
(a) 

 

 
(b) 

 

Figura 7. Inclinação das (a) tensões principais; (b) 

deformações principais. 

 

As Figuras 7 mostram as inclinações das tensões (a) e 

deformações (b) principais. A faixa destacada na região 

central do gráfico indica a região entre -12º e +12º, que 

de acordo com Petrtyl, 1996 é a inclinação do 

crescimento do osso durante o processo de 

cicatrização. 

 

 

CONCLUSÃO 

  

Uma formulação analítica foi mostrada que descreve a 

análise de tensões em um cilindro ortotrópico sob 

efeito da força axial e momentos torsor e fletores. A 

formulação é comparada com um modelo de elementos 

finitos de um fêmur humano com geometria real. 

O momento analítico tem como principal vantagem o 

ganho no estudo de sensibilidade para verificar a 

importância de cada parâmetro, enquanto o modelo 

numérico consegue levar o efeito da força cortante 

através de simulações de elementos finitos. 

O remodelamento do osso, que muitas vezes é 

associado as direções principais é considerado de tal 
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modo a enfatizar que para materiais anisotrópicos a 

direção entre as tensões principais não coincide com as 

direções das tensões principais, o que leva a hipótese 

de que o remodelamento poderia ser justificado pelas 

deformações principais, tendo em vista que 

deformações são quantidades físicas ligadas a variação 

dos deslocamentos enquanto as tensões são 

quantidades abstratas que relacionam as deformações 

com as características do material. 
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